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 多項式近似定理の確率論的アプローチ 


Weierstrassの多項式近似定理をコ
イン投げを手がかりとしながら確率
論的に証明する。 
 
Weierstrassの多項式近似定理 
有界閉区間上で定義された任意の連続関数
は、多項式によって一様に近似される。 
３つの証明方法 
①Stone-Weierstrassの定理を用いた 
関数解析的証明 
②熱核を用いた偏微分方程式的証明 
③チェビシェフの不等式を用いた 
確率論的証明 
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can NOT be expanded 
by Taylor's formula
x
Bernstein’s Idea by Coin flipping 
基本的なアイデア 
Weierstrassの多項式近似定理をコ
イン投げを手がかりとしながら確率
論的に証明する。 
 
 確率論的証明のメリット 
関数解析的方法あるいは熱核による方法の
証明では、近似多項式の具体的な形が分か
らないのに対し、確率論的方法の証明では
近似多項式の具体的な形が分かる。 
Bernsteinの多項式で与えられる。 
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一様連続性 
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講義の目的 
ブラウン運動の数学的研究を通して、
解析学の３分野確率論、関数解析、
偏微分方程式の密接な関係を概観す
ること。 
ブラウン運動の数学的研究 
ブラウン運動 
（物理学） 
A. Einstein 
J. Perrin 
マルコフ過程 
（確率論） 
N. Wiener 
E.B. Dynkin 
伊藤清 
半群の理論 
（関数解析） 
W. Feller 
吉田耕作 
拡散方程式 
（偏微分方程式） 
A.N. Kolmogorov 
結論 
領域の内部での拡散現象は、連続的な拡
散と不連続な拡散（ジャンプ）の２つの現
象によって特徴付けられる。 
境界上の拡散現象は、吸収、反射、粘性、
連続的な拡散と不連続な拡散（ジャンプ）
等の６つの現象によって分類される。 

ブラウン運動小史 
1828年 ブラウン： 水面上の花粉の運動の観察 
1905年 アインシュタイン： ブラウン運動の統計
物理学的解明（拡散係数とアヴォガドロ数の関
係） 
1908年 ペラン： ブラウン運動のアインシュタイン
理論の実験的検証（アヴォガドロ数の実験値の
測定） 
1923年 ウィナー ：ブラウン運動の数学的研究 
（ウィナー過程の構成） 
１次元拡散過程の分類問題 
（解決済み） 
1931年 コルモゴロフ：  偏微分方程式的研究
（フォッカー・プランク方程式） 
1952年 フェラー  吉田耕作：  関数解析的研究
（半群の生成作用素の特徴付け） 
1965年 ディンキン： 確率論的研究（マルコフ
過程の構成） 
1965年 伊藤清  マッキーン： 確率微分方程式
的研究（ブラウン運動の微分積分学） 
ブラウン運動研究の学問的系譜 
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K. Ito, McKean, 
Jr. 
確率微分方程式 
確率論 
E.B. Dynkin 
マルコフ過程 
確率論 
A.N. Kolmogorov 
拡散方程式 
W. Feller, K. 
Yosida 
半群の理論 
関数解析 
W. Feller 
一般化された微分 
常微分方程式 
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0
多次元拡散過程の分類問題 
多次元拡散過程を解析的に分類す
ること。 

結論 
領域の内部での拡散現象は、連続的な拡
散と不連続な拡散（ジャンプ）の２つの現
象によって特徴付けられる。 
境界上の拡散現象は、吸収、反射、粘性、
連続的な拡散と不連続な拡散（ジャンプ）
等の６つの現象によって分類される。 
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鳥瞰図 
確率論 関数解析 境界値問題 
マルコフ過程 フェラー半群 生成作用素 
による特徴付け 
マルコフ性 
（チャップマン・コル
モゴロフ方程式） 
半群の性質 •ワルデンフェルス
積分微分作用素 
•ヴェンツェル境界
条件 
リースの表現定理 
(連続関数空間版） 
ヒレ・吉田の半群理論 
(連続関数空間版） 
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線形作用素
が、次の４条件を満たせば、
フェラー半群 を生成する。
A

Riesz-Markov の表現定理 
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チャップマン・コルモゴロフ式と半群の性質 
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生成作用素の概形 
拡散現象 生成作用素 
連続的な拡散
（ジャンプなし） 
微分作用素 
(局所的性質） 
不連続な拡散 
（ジャンプあり） 
積分作用素 
(大局的性質） 

一様運動 
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x
ポアソン過程 
( )( 1) ( )f x ff xλ + −=
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反射壁を持ったブラウン運動 
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無限遠点 でゼロになる
上の実数値連続関数の全体
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x
反射壁を持ったブラウン運動 
粘性壁を持ったブラウン運動 
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コーシー過程 
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y
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（積分作用素）
0コーシー過程 
２次元ブラウン運動 

多次元の場合の結論 
領域の内部での拡散現象は、連続的な拡
散と不連続な拡散（ジャンプ）の２つの現
象によって特徴付けられる。 
境界上の拡散現象は、吸収、反射、粘性、
連続的な拡散と不連続な拡散（ジャンプ）
等の６つの現象によって分類される。 
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領域内部での積分微分作用素 
（１） 連続な拡散現象 
（２）不連続な拡散現象（ジャンプ） 
積分微分作用素が記述する拡散現象 
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境界での一般境界条件 
（１） 境界での吸収現象 
（２）境界での反射現象 

（３）境界上の拡散現象 
（４）境界での滞留（粘性）現象 

（５）境界から内部へのジャンプ 
D∂
（６）境界から境界へのジャンプ 


多次元拡散過程の構成問題 
多次元拡散過程を解析的に分類するこ
と。 
与えられた解析的データ（Ｗ，Ｌ）に対し
て、対応する拡散過程を構成すること。 

境界上の拡散
過程を構成して、 
内部の拡散
過程と繋ぐ 
アプローチの方針 
（１）ワルデンフェルス積分微分作用素 W と
ヴェンツェル境界条件 L に対する超関数
解の一意存在定理（偏微分方程式） 
（２）フェラー半群の生成定理（関数解析） 
（３）マルコフ過程の存在定理（確率論）  

鳥瞰図 
確率論 
（ミクロスコピック
的視点） 
関数解析 
（マクロスコピッ
ク的視点） 
偏微分方程式 
（メゾスコピッ
ク的視点） 
マルコフ過程 フェラー半群 生成作用素 
による特徴付け 
マルコフ性 
（チャップマン・コルモゴ
ロフ方程式） 
半群の性質 •ワルデンフェルス積
分微分作用素 W 
•ヴェンツェル境界条
件 L 
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推移確率とグリーン作用素 
( , ) ( , )t tp x dy p x y dy=
Laplace 変換 
( )
0 0
0
( ) (,
:
)
t t t
t
t
t
D
e T f e e f
e
f dt dt
dtp fx y y
G
y d
α
α α
α
∞ ∞ −
−∞
−= =
=
∫ ∫
∫ ∫
A


証明の構図 
フェラー半群 
最大値の原理 
(ソボレフ空間版) 
解の一意性定理 
関数空間論 
擬微分作用素の理
論 
解の存在定理 
偏微分方程式 
ヒレ・吉田理論 
（連続関数空間版） 
半群の生成定理 
関数解析 
境界への帰着 
偏微分方程式 確率論 
楕円型境界値問題 領域全体の拡散過程 
フレドホルム積分方程式 境界上の拡散過程 
楕円型条件 横断条件 
境界上の拡散
過程を構成して、 
内部の拡散
過程と繋ぐ 
境界値問題の解法 
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ところで、斉次方程式
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、
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Fredholm 境界作用素 (1) 
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一意可解性定理  
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劣調和関数の最大値の原理 
劣調和（下に凸）関数は、その最大値を境
界の点でとる。（最大値の原理） 
劣調和関数が、内部の点で最大値をとれ
ば、定数である。（強最大値の原理） 
弱最大値の原理 
(Aleksandrov-Bakel’man) 
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Fredholm 境界作用素（３）  
The closed extension
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Hille - Yosida - Ray Theorem
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境界への帰着 
偏微分方程式 確率論 
楕円型境界値問題 領域全体の拡散過程 
フレドホルム積分方程式 境界上の拡散過程 
楕円型条件 横断条件 


未解決問題 (1) 
 Generalization of Boundary Conditions  
       Non-Transversal Case 
 Generalization of Elliptic Operators  
      Degenerate Case 
文献 
Taira: J. Functional Analysis 129 
(1995), 108-131 (degenerate case) 
Taira: Hiroshima Math. J. 27 (1997), 
77-103 (non-transversal case) 
Taira, Favini and Romanelli: Studia 
Matematica 145 (2001), 17-53 
(degenerate case) 
未解決問題 (2) 
Generalization of Elliptic Operators  
     Discontinuous Case 
不連続な（異なる）拡散係数 
K. Taira: On the existence of Feller 
semigroups with discontinuous 
coefficients,  
Acta Mathematica Sinica (English 
Series), Vol. 22 (2006), 595-606 
文献（１）  
K. Taira: On the existence of Feller 
semigroups with discontinuous 
coefficients II,  
Acta Mathematica Sinica (English 
Series), Vol. 25 (2009), 715-740 
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